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Das Verhalten toroidaler elektrischer Lichtbogen *

A. WyNaNDs **, H. DRUXES und G. SCHMITZ
I. Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Aachen

(Z. Naturforsch. 26 a, 693—699 [1971] ; eingegangen am 7. November 1970)

The Behaviour of Toroidal Electric Arcs

A wall-stabilized electric arc in an uniform bent tube is investigated. By the asymmetry of Ohmic
heating and heat conductivity through the wall a displacement of the maximum of temperature is
caused into the direction of the center of curvature, contrary to cylindrically symmetric geometries.
By this an asymmetry of the thermal, electric and magnetic quantities is generated and-produces
a mass flux through the cross-section of the tube. A double whirl is formed by the self-magnetic

Lorentz-forces.

This convectiv heat flow displaces the maximum of temperature back into the direction of the
outer wall. Both influences are investigated and the final position of the maximum of temperature

is discussed in dependence on the arc parameters.

For numerical calculations the equations of continuity, motion, energy and the Maxwell’s equa-
tions of electromagnetic field are solved simultaneously. Results for a nitrogen plasma at nearly

atmospheric pressure are presented.

1. Einleitung

Diese Arbeit behandelt eine Gasaufheizmethode
in einem gleichformig gekriimmten wandstabilisier-
ten Lichtbogen bei Atmosphérendruck. Die Ergeb-
nisse sind relevant fiir elektrodenlose toroidale Ent-
ladungen. Solche Anordnungen haben den Vorteil,
dal} sie u.a. die bei geraden Bogen auftretenden
storenden Endeffekte, wie z. B. Leistungsabfille an
den Elektroden, vermeiden konnen. Vorbereitende
Experimente hierzu werden seit einiger Zeit in DAY-
TON 1, JuTPHAAS 2 und in Miinchen bei MAECKER 3
durchgefiihrt. In Erginzung zu friiheren Arbeiten % 5
wird hier die Wechselwirkung der durch die eigen-
magnetischen Lorentz-Krifte induzierten Strémung
mit den charakteristischen thermischen und elektri-
schen Groflen diskutiert. Im Gegensatz zur kiirzlich
erschienenen Arbeit von NATHRATHS®, in der die
Verlagerung des Temperaturmaximums in einem
toroidalen Argonplasma bei relativ kleinen Bogen-
stromen (Iy < 20 A) untersucht wurde, werden hier
Ergebnisse der simultanen, numerischen Berechnung
von Temperatur-, Stromungs- und Magnetfeldver-
teilungen in einem Stickstoffplasma bei relativ hohen

* Auszugsweise vorgetragen beim Thermodynamik-Kolloqui-
um des VDI in Wiirzburg, Okt. 1970.

** Sonderdruckanforderungen an A. WyNANDs, I. Physikali-
sches Institut der Technischen Hochschule Aachen, D-5100
Aachen, Templergraben 55.

1 E. E. SOEHNGEN, private Mitteilungen, ARL-Wright Pat-
terson Air Force Base, Dayton, Ohio.

2 FOM-Institut voor Plasma-Fysica, Jutphaas, Niederlande
(private Mitteilungen).

Bogenstromen mitgeteilt. Die Untersuchungen basie-
ren auf einer elektromagnetogasdynamischen Kon-
tinuumstheorie.

Das zur numerischen Losung des Torusproblems
angewandte Verfahren eignet sich dariiber hinaus
in abgewandelter Form auch zur mathematischen
Erfassung der thermischen und dynamischen Grofen
in Bogenentladungen mit transversaler Gasstromung
und dullerem Magnetfeld.

2. Geometrie und Voraussetzungen

Die zu behandelnde Geometrie und die verwen-
deten Koordinaten zeigt Abb. 1.

Als Vorgabeparameter werden gewéahlt:

Der Bogenstrom I, der durch das im Torus ein-
geschlossene Arbeitsgas flief3t,

eine konstante Wandtemperatur 7', ,

der Kriimmungsradius R und

der Querschnittsradius a.

Durch diese Groflen ist das Lichtbogenverhalten
eindeutig festgelegt.

3 N. NATHRATH, Die Verlagerung eines wandstabilisierten
Lichtbogens durch Kriimmung, Vortrag Friihjahrstagung
der DPG, Stuttgart 1968.

4 R. KRICHEL, Dissertation, Aachen 1970.

5 A. WynanDs, H. DRuxEs u. G. Scumitz, Z. Phys. 239, 306
[1970].

6 N. NATHRATH, Z. Naturforsch. 25 a, 1609 [1970].
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Abb. 1. Torusgeometrie und beschreibendes Koordinatensystem
exXez=¢ey; e Xey,=¢y.
(verallgemeinerte Zylinderkoordinaten).

Der elektrische Strom habe nur eine Komponente
in ¢,-Richtung. Ferner sollen Temperatur- und
Stromdichtegradient in Richtung der Seelenachse
verschwinden. Die hier zu untersuchenden thermi-
schen und elektrischen Gréflen sind dann invariant
gegeniiber Drehungen um die y-Achse. Zur mathe-
matischen Erfassung eines solchen Torusplasmas
bedienen wir uns des Einflissigkeitsmodells der
Plasmaphysik unter der Annahme eines quasineutra-
len, optisch diinnen Gases im thermischen Gleich-
gewicht 771%, Die in dieser Arbeit verwendeten Glei-
chungen sind:

Kontinuitétsgleichung

div(onb) =0, (1)
Impulsgleichung
0w (3 grad V> — b xroth) = —gradp +{ x B +divr,

(2)
Energiegleichung

omcpVgradT =div(x gradT) +j-C—a,
(3)

7 W. FINKELNBURG u. H. MAECkER, Handbuch d. Physik,
Bd. XXII, Springer-Verlag, Berlin 1965.

8 S.-I. Pa1, Magnetogasdynamics and Plasmadynamics, Sprin-
ger-Verlag, Wien 1962.
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Ohmsches Gesetz
j=0G, (4)
Maxwell-Beziehungen
rot€=0, (5)
rotH =1, (6)
divH =0, (7)
B=pa D - (8)

7 ist hierbei der Spannungstensor ® und % die pro
Zeit und Volumeneinheit emittierte transparente
Strahlungsenergie. Die iibrigen Symbole haben die
allgemein iibliche Bedeutung.

3. Unsymmetrie der elektrischen Feldstarke
und ihre Wirkung

Die Losung des Induktionsgesetzes zeigt, dal} die
Feldstarke zwar wie beim zylindersymmetrischen
Bogen % 10 wegen j =, ¢, nur eine einzige von Null
verschiedene Komponente hat, diese aber im Gegen-
satz zum geraden Bogen nicht iiber den Bogenquer-
schnitt konstant ist, sondern in hyperbolischer Form
von innen nach auflen abnimmt. Dies ist in Abb. 2
dargestellt. Die Konstante E,(Ig, T ,a, R/a) wird
so berechnet, dal sie fiir den Grenzfall R/a— o,
d. h. bei kriimmungsloser Geometrie, mit der Feld-
stirke des entsprechenden zylindersymmetrischen
Bogens tbereinstimmt.
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Abb. 2. Die elektrische Feldstarke im Torusquerschnitt.

9 H.J. PaTT, Dissertation, Aachen 1964.
10 H. DrRUXES, Dissertation, Aachen 1966.
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Fiir ein Kriimmungsverhiltnis R/a =10 betragt
der relative Unterschied zwischen der elektrischen
Feldstarke an der Torusinnenseite (x=R —a) und
der an der -auBenseite (x =R +a) ca.20%. Dadurch
ist die Ohmsche Aufheizung in der linken Quer-
schnittshélfte groBler als in der rechten. Das ist die
Hauptursache fiir eine Unsymmetrie von Strom-
dichte, Magnetfeld und Temperaturverteilung im
Krimmungsquerschnitt. Diese Unsymmetrie, als de-
ren charakteristisches Merkmal wir die Verlagerung
des Temperaturmaximums betrachten wollen, wird
noch verstarkt durch die (im Vergleich zum geraden
Bogen) kleinere Torusinnen- als TorusauBlenflache
und die damit verbundene ungleiche Kiihlung an
der Wand. Betrachtet man vorerst den Fall eines
ruhenden, durch Ohmsche Warmezufuhr erhitzten
Arbeitsgases im Torus, so ist eine Verlagerung des
Temperaturmaximums zum Kriimmungsmittelpunkt
hin zu erwarten. Dieser Fall eines als ruhend ange-
nommenen Plasmas im Torus ist ausfiihrlich in der
Arbeit von KRICHEL 4 behandelt.

Dieser Verschiebung der Temperaturverteilung
wirkt aber eine induzierte magnetogasdynamische
Stromung entgegen, die das Plasma zur Aulenwand
des Kriimmers zuriickdriangt®. Die hierdurch be-
wirkte Plasmastromung wird an der stabilisierenden
Wand gebremst, der Plasmastrom teilt sich und
stromt entlang der Wand zum Kriimmungsmittel-
punkt hin. Es entsteht ein Doppelwirbel in der obe-
ren und unteren Querschnittshalfte, der eine Durch-
mischung des Plamas und damit eine Anderung der
Temperaturverteilung gegeniiber einem ruhenden
Plasma bewirkt. Die Lage des Temperaturmaximums
ist durch das Gleichgewicht dieser Effekte bestimmt.

Zur Losung dieses Problems unter Beriicksichti-
gung der Stromung missen die Energiebilanz fiir
das Warmestrompotential, die Impulsbilanz und die
Kontinuitatsgleichung fiir die Geschwindigkeitskom-
ponenten sowie die Maxwell-Gleichungen fiir die
elektrischen und magnetischen Groflen simultan ge-
lost werden. Die starke Kopplung dieser Gleichun-
gen untereinander erschwert die Losung erheblich.

4. Losungsverfahren

Es soll hier kurz der Losungsweg skizziert wer-
den, ohne auf mathematische Einzelheiten einzuge-
hen.

11 T, Bugs, H. J. PATT u. J. RICHTER, Z. Angew. Phys. 22, 345
[1967].

695

Bei der Berechnung eines Stickstoffplasmas wur-
den tabellarisch vorliegende Materialfunktionen % !
fur die elektrische Leitfahigkeit o, die spezifische Ab-
strahlung %, die Massendichte o, , den Quotient aus
spezifischer Wiarme bei konstantem Druck und
Wirmeleitfahigkeit c¢,/x sowie die Zahigkeit u in
Abhéngigkeit von der Temperatur bzw. dem Warme-
strompotential S benutzt. Die Druckabhéngigkeit der
Materialfunktionen kann vernachléssigt 7~ 1% werden.

Durch die Einfiihrung der S-Funktion 2
7
S=[x=(T", py) dT"
0

an Stelle der Temperatur 7 vereinfacht sich die
Energiebilanz erheblich. Nach Transformation von
Gl. (3) auf verallgemeinerte Zylinderkoordinaten

(vgl. Abb. 1) erhélt man:

J2s 1 328 (1 cos @ cp ) 3S

or? ¥ 2 Jg? i r  rcosg+R O, U5 (9)

_(__sinpg v\ 35S o Q). F 2
<r(rcos ®+R) TOom>, 1) S i(S) —a(5)-E,%

Es bedeuten u und v die Radial- bzw. Azimutalkom-
ponente der Geschwindigkeit D. Bei vorgegebenem
Bogenstrom Iy kann die elektrische Feldstirke E,
aus der Energiegleichung eliminiert werden. Aus
dem Induktionsgesetz folgt (vgl. Abb. 2):

E,

E"' = r/R cos ¢ +1

Das Integral der Stromdichte j, = o(S) E,, tiber dem
Bogenquerschnitt mufl gleich dem Vorgabeparame-
ter I sein. Daraus folgt:

I | S

EBy=—=

(o)
2 0[6} (r/R) cos ¢p+1

rde dr

Bei der Berechnung des Magnetfeldes, welches bei
bekannter elektrischer Feldstarke und gegebener
Temperaturverteilung, d. h. nach geloster Energie-
bilanz und damit vorliegender Verteilung der elek-
trischen Leitfahigkeit 6(S) eindeutig bestimmt ist,
filhren wir eine magnetische Stromfunktion @ so ein,
dal} durch diese div $ =0 identisch erfiillt ist. Die
y-Komponente des Durchflutungsgesetzes rot =i
liefert dann zur Berechnung dieser Funktion eine el-
liptische Differentialgleichung. Die Randbedingun-
gen fiir @ erhidlt man aus der Tatsache, daf} die

12 G. ScuMiTtz, Z. Naturforsch. 5a, 571 [1950].
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Radiuskomponente des Magnetfeldes auf der z-Achse
(Symmetrieachse) verschwindet und das Integral
tiber die Azimutalkomponente des Magnetfeldes
laings der Toruswand dem gesamten Bogenstrom
entsprechen muf. '

Als Definitionsgleichung der magnetischen Strom-
funktion erhélt man:

1 3P

Hr= = e emg1] 3> (108)
1 3P

H,= T (10b)

(r/R) cos p+1
Fur & folgt hiernach die Differentialgleichung
W tE 'zaa’z’qz (l a st) %qj‘ (10¢)
3rr ' 2 3¢ r

=—0(S) E,.

Durch Rotorbildung kann auch die in unserem
Falle zweidimensionale Impulsbilanz in eine ellipti-
sche Differentialgleichung fiir eine skalare Funktion
umgeformt werden. Hierbei verschwindet zunichst
der Druckterm. Fiihrt man eine Wirbelfunktion v
durch rotb =1v ein, dann kann die so abgeénderte
Impulsbilanz als Differentialgleichung fiir die ein-
zige nicht verschwindende v-Komponente w von v
aufgefalit werden:

Qw , 1 82,’f"_|_(i

e 2 r2 a¢2

,,j@s,yﬂi)iw_ sing__ dw

r  rcosqp+R/ Or r(rcosp+R) 3¢
1 .

-— {rotixB|,+a,}. (11)

w

"~ (rcos p+R)?
a, ist die yw-Komponente eines Vektors, der die
Tragheitsglieder und alle in der durch Rotorbildung
umgeformten Impulsgleichung auftretenden Gradien-
ten der Zahigkeit enthélt. Da der Einflul der Trag-
heits- und Zahigkeitskrafte gegeniiber dem der Lo-
rentz-Kréfte gering ist, kann a,, als Restglied auf-
gefalit werden, welches die Wirbelfunktion und da-
mit die Geschwindigkeitsverteilung nur unwesentlich
beeinflufit.

Fiir das Restglied folgt aus Gl. (2):

a= —rot[on(% grad b2 —b xrotD)]
—div(grad u) rotd
+grad 1 x (grad divb — rotrot D)
—grad (div grad ) xb
+rot[rot(b x grad ) ].

13 S. NAGEL, Dissertation, Aachen 1969.

14 G. A. KorN u. I. M. KorN, Mathematical Handbook for
Scientists and Engineers, McGraw-Hill Book Comp., New
York 1961.
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Weiterhin verwenden wir zur Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes in unserem zweidimensiona-
len Problem eine Stromfunktion ¥, die so definiert
wird, daf sie die Kontinuitédtsgleichung identisch er-
fullt. Diese Funktion wird in die Definitionsglei-
chung fiir die Wirbelfunktion eingesetzt. Man erhalt
ebenfalls eine elliptische Differentialgleichung fiir
die skalare Stromfunktion. Ihre Losung ist nach
vorausgehender Berechnung der Wirbelfunktion un-
ter Beriicksichtigung der Randbedingungen eindeu-
tig bestimmbar.

Die Stromfunktion wird definiert durch:

1 1 3¢
B= " [(/R cosp+Tlom 30 (128
1 1 3%
y= (r/R) cos p+1 om or ° (12 b)
Aus rotb = folgt dann:
Chk R Wi 4 (,1,,_70%_,1,@1@)??{
3r2 2 Jg2 r rcosp+R om Or ) Or
sin @ 4 agm)ﬂ
(r(rcosq)—i—R) rPom d¢ /) d¢ (12¢)

= —0u((r/R) cosp +1) w .

Die Randbedingungen fiir die Wirbel- und Strom-
funktion erhalt man aus der Haftbedingung an der
Toruswand, d. h.

u("=as¢) =U(T:aafp) =0

und der Symmetrie des Stromungsfeldes beziiglich
der z-Achse, d. h.

v(r,=0) =v(r,9==) =0,
s | du |
o =
Die mathematische Erfassung eines Torusplasmas
konzentriert sich demnach auf die Berechnung der
vier miteinander stark gekoppelten, quasilinearen,
elliptischen Differentialgleichungen (9), (10c¢), (11),
(12¢). Zur numerischen Berechnung wurden diese
in konsistente Differenzengleichungen 1% 14 mit einem
Fehler der Ordnung O(4r?) iberfiihrt, welche nach
einer iterativen Methode, die in die Gruppe der
Newtonschen Niherungsverfahren 1% 16 einzuordnen
ist, simultan gelost wurden.

15 R. S. VARGA, Matrix Iterative Analysis, Prentice-Hall, Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey 1962.

16 R. SAUER u. I. SzaBo, Mathematische Hilfsmittel des In-
genieurs, Teil II, Springer-Verlag, Berlin 1969.
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5. Ergebnisse

Nach diesen mathematischen Betrachtungen soll
an Hand der Ergebnisse durchgefithrter numerischer
Berechnungen der Einflul der Krimmung auf ein
wandstabilisiertes Stickstoffplasma betrachtet wer-
den. Abbildung 3 zeigt die Verschiebung des Tem-
peraturmaximums in Abhingigkeit vom Krim-
mungsradius R. Vernachlassigt man bei der Berech-
nung der Temperaturverteilung die Stromung, so
wandert das Maximum wegen der grolleren Lei-
stungszufuhr und geringeren Kiihlung in der linken
Hilfte des Torusquerschnitts zum Kriimmungsmittel-
punkt hin 476, Die einsetzende Konvektion auf Grund
der asymmetrischen Lorentz-Krifte jedoch bewirkt
eine genau entgegengesetzte Verlagerung. Dieser Ef-
fekt iiberwiegt bei den in diesem Bild beriicksichtig-
ten Bogenstromen, so daf} sich das Temperaturmaxi-
mum rechts von der Torusseele [d. h. bei @ (7T .y)
>R bzw. auf dem Querschnittsradius ¢ =0] ein-
stellt. Die bei groBerem Strom stirkere Verschie-
bung des heillen Bogenkerns beruht darauf, daf}
der magnetische Druck als Ursache des konvektiven
Warmetransports quadratisch mit der Magnetfeld-
starke anwéchst. Fiir Vorgabeparameter R=5 cm,
a=0,5cm, Iz < 20A ergaben die numerischen
Rechnungen, dafl die Auswirkung der grofleren
elektrischen Feldstiarke und kleineren Kiuhlfliche in
der linken Querschnittshalfte auf die Temperatur-
verschiebung den Effekt der auftretenden Stromung
auf diese iiberwiegt, d. h. das Temperaturmaximum
stellte sich fiir Bogenstrome Iz < 20 A * links von
der Torusseele ein. Die gestrichelten Linien kenn-
zeichnen den Ort des Temperaturmaximums bei Ver-
nachldssigung von Stromungseffekten. Fiir diesen
Fall braucht nur die Energiebilanz [Gl. (9a)] mit
der Vereinfachung u=v=0 gelost zu werden. Die
eingezeichneten numerischen Ergebnisse, die nur
sehr schwach vom vorgegebenen Bogenstrom abhén-
gen, sind Mittelwerte der Temperaturverschiebung
fiir den Bereich 20 < Iz/4 < 100. Sie stimmen mit
den Ergebnissen in 4 iiberein.

Die Kurve ,,Modelltheorie“ bezieht sich auf eine
von uns vorgeschlagene analytische Beschreibung
eines als ruhend angenommenen Torusplasmas 5.

Der Vergleich der gestrichelten und durchgezoge-
nen Kurven zeigt, da} zur Erfassung der realen Ver-
héltnisse im Torusquerschnitt der einsetzende kon-
vektive Warmetransport berticksichtigt werden muf3.

* Ahnlich wie bei den von NATHRATH ® untersuchten Licht-
bogen.

(54
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Abb. 3. Verlagerung des Temperaturmaximums in einem
Stickstoffplasma bei Vernachldssigung bzw. Beriicksichtigung

des konvektiven Warmetransports in Abhédngigkeit von der
Kriimmung.

Einen Uberblick iiber das gesamte elektrische,
magnetische, thermische und dynamische Verhalten
eines Stickstoffplasmas in einem Kriimmer vermittelt
Abb. 4. Das Temperaturmaximum ist um ca. 10%
des Querschnittsradius nach auflen verschoben. Eine
entsprechende Verschiebung ist im azimutalen Ma-
gnetfeld und in der Stromdichte zu beobachten.
Durch die Stromung wird also der gesamte heifle
Bogenkern zur Auflenwand hin gedridngt. Als Bo-
genkern kann man den Bereich betrachten, der zwi-
schen den Extrema des Magnetfeldes liegt. Den hal-
ben Abstand dieser Extrema voneinander nennen wir
in Anlehnung an frithere Arbeiten% 10 den effek-
tiven Bogenradius res=a Qetf. Man sieht am Ver-
lauf der Stromdichtekurve, dal innerhalb dieses Be-
reiches, der im Bild als Halbkreis eingezeichnet ist,
der iiberwiegende Teil der Ohmschen Aufheizung er-
folgt. Im Gebiet zwischen Bogenkern und gekiihlter
Wand ist die elektrische Leitfahigkeit auf Grund
der geringen Temperatur und der daraus folgenden
geringen Ionisationsrate relativ klein. Die Kurve fiir
J.» gestattet wegen 1 —a/R < EJE, < 1+a/R, d. h.
im Vergleich zur Stromdichte nahezu konstante elek-
trische Feldstarke, direkte Aussagen tiber die elektri-
sche Leitfiahigkeit 0 (S(r, ¢)) und die Energiezufuhr
pro Volumenelement o E, 2.

Aus der Kurve fir die Radialgeschwindigkeit er-
kennt man, dal das Plasma durch den magnetischen
Druck von der Innenseite des Kriimmers bis zur
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Abb. 4. Die Absolutbetrige der Radialgeschwindigkeit u, der

Stromdichte j,, und des Magnetfeldes §) sowie die Tempera-

tur 7" auf der Symmetrieachse (z-Achse) im Querschnitt eines
toroidalen Stickstoffplasmas.

Nullstelle des Magnetfeldes beschleunigt wird. Da-
nach setzt wegen der Umkehr des Magnetfeldes eine
Abbremsung ein. Der Umschlag von der positiven
zur negativen Steigung der Kurve, d. h. das Errei-
chen der Maximalgeschwindigkeit von ca. 13 m/s,
erfolgt wegen der beriicksichtigten Tragheitsterme
nach Passieren des Bogenkernzentrums.
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Abb. 5. Thermische Wandbelastung Qv und Abstrahlung Prad

pro Bogenlinge (R-Aw=1 c¢m) sowie elektrische Feldstirke

im Querschnittsmittelpunkt £, als Funktionen des Bogen-
stroms Ip .

Fiir die Konstruktion und den Betrieb von Bogen-
heizgeriten sind Aussagen iiber zugefiihrte Warme-
leistung, thermische Wandbelastung und Strahlungs-
verluste von Bedeutung. In Abb. 5 sind fiir ein Stick-
stoffplasma die elektrische Feldstarke E,, die an die
Wand pro cm Bogenldnge abgegebene Wirmeener-
gie (). und die Abstrahlung P,,q pro cm Bogenlinge
in Abhéngigkeit von /; aufgetragen. Man sieht, dal}
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bei der hier betrachteten Geometrie der iberwie-
gende Anteil der in den Bogen hineingesteckten
Energie durch konduktive Warmeleitung durch die
Wand abgefiihrt werden muf}. Die Ergebnisse fiir
die hier angegebene gesamte thermische Wandbela-
stung Q und fir die Abstrahlung P, weichen
nur unwesentlich von den Werten fiir entsprechende
zylindersymmetrische Bogen ab.

Zur E — [-Charakteristik in einer Torusgeometrie
ist zu sagen, daf} die iiber den Querschnitt gemittelte
elektrische Feldstarke

E=2E)(R/a)2{1—V1— (a/R)2}

im Kriimmer grundsitzlich héher ist als im entspre-
chenden geraden Bogen, wenn das Temperaturmaxi-
mum rechts von der Seelenachse (x> R) liegt, d. h.
die im Kriimmer verbrauchte Energie ist dann hoher
als im zylindrischen Rohr. Die erhohte Leistungs-
zufuhr wird z.Tl. im vergroflerten Volumen des
heilen Bogenkerns und im entstehenden Doppel-
wirbel verbraucht, der seinerseits fiir eine Durch-
mischung und damit gleichméfigeren Erhitzung des
Torusplasmas sorgt als es im zylindersymmetrischen
Bogen der Fall ist.

Fiir eine anschauliche Darstellung des thermischen
und dynamischen Verhaltens eines Plasmas im Quer-
schnitt eines gleichmifligen Kriimmers eignen sich
am besten Isothermen und Stromlinien. Abbildung 6
zeigt fiir ein Krimmungsverhiltnis R/a = 5/0,5 =10
diese Linien bei einem Bogenstrom von 80 A. Die
eingezeichneten Isothermen sind gleichzeitig Linien
gleichen Wiarmestrompotentials. Die Isothermen sind
(bis auf Zeichengenauigkeit) aus der Mitte mehr
oder weniger weit hinausgeschobene Kreise. An der
TorusauBlenwand liegen diese enger als an der
-innenwand, woraus man auf einen starkeren Tem-
peraturgradienten und damit hohere Wandbelastung

R =5 cm

a =05cm

T=9480°K “\7110°K

o ULBS0°K

1000°K
“\2370°K
GT760°K

Abb. 6. Isothermen und Stromlinien im toroidalen Stickstoff-
plasma.
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an dieser Stelle schliefen kann. Diese Unsymmetrie
in der Warmeabfuhr ist jedoch wesentlich giinsti-
ger als man nach stromungslosen Rechnungen, die
— wie oben gezeigt — eine Verlagerung des Tem-
peraturmaximums zum Kriimmungsmittelpunkt hin
bewirken, erwarten konnte, weil die AuBenseite we-
gen ihrer grofleren Fliche mehr Wiarme bei kon-
stanter Kiithlmitteltemperatur ableiten kann.

Die Stromlinien charakterisieren den im oberen
und unteren Teil des Kriimmers entstehenden Wir-
bel. Das zwischen zwei Stromlinien liegende Gebiet
ist der Schnitt durch eine Stromrohre. Nach Defini-
tion der ¥-Funktion werden die Stromlinien durch
die Kurven ¥ =const beschrieben. Die Differenz
der ¥-Werte benachbarter Stromlinien ist die durch
eine Stromrchre pro cm Bogenlinge und Sekunde
durchstromende Gasmenge Ms. Im dargestellten Bei-
spiel betrdgt diese ,,Umwiélzrate“ Ms~0,16 mg/cm s.
Wegen der gleichbleibenden Differenz AY der ein-
gezeichneten Stromlinien ist die in jeder Stromrohre
umgewilzte Gasmenge gleich grof3.

Die auf der Koordinatenlinie ¢ =77/2 eingetrage-
nen Zahlen sind die Betrdge der Stromungsgeschwin-
digkeit an den betreffenden Stellen in m/sec.

6. SchluBbemerkungen

Zum Schluf} seien noch einmal die wichtigsten Er-
gebnisse zusammengefalit:

In einem gasgefiillten, gleichmafig gekriimmten
Rohr (Torus), in dem in Seelenrichtung ein elektri-
scher Strom fliet, nimmt die elektrische Feldstarke
hyperbolisch mit wachsendem Abstand vom Kriim-
mungszentrum ab. Hierdurch wird eine ungleiche
Ohmsche Aufheizung des Gases bewirkt, die das
Temperaturmaximum aus der Seelenachse in Rich-
tung des Krimmungszentrums dréngt. Dieser Effekt
wird durch eine ungleichméflige Warmeabfuhr an
der Wand verstarkt.
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Die auftretende Unsymmetrie in den Lorentz-
Kriften auf Grund des Eigenmagnetfeldes bewirkt
in jedem Fall eine Stromung des Gases, die das
Plasma entlang der a-Achse an die Auflenwand
dringt, es entsteht im Kriimmungsquerschnitt ein
Doppelwirbel.

Der hierbei einsetzende konvektive Warmetrans-
port driickt den heillen Bogenkern vom Krimmungs-
mittelpunkt weg. Fir Maximaltemperaturen Ty,
>8000 °K (entspricht /5>20 A) stellt sich z.B.
bei R=5cm und a=0,5 cm das Temperaturmaxi-
mum rechts von der Seelenachse ein. Die Verlage-
rung des Bogenkerns vom Kriimmungsmittelpunkt
weg wichst mit steigendem Bogenstrom Ip. Wah-
rend bei relativ kleinen Stromdichten (z.B. Iz <20 A,
a=0,5cm) die Verlagerung des Bogenkerns zum
Kriimmungsmittelpunkt hin mit zunehmender Krim-
mung wichst %, ist bei groferen Stromdichten eine
mit steigender Kriimmung anwachsende Verlagerung
in entgegengesetzter Richtung, d. h. zur Torusaufen-
seite hin, zu erwarten.

Durch Einfiihrung der Stromfunktion kénnen Aus-
sagen liber die pro cm Bogenliange und Sekunde in
einer Stromrohre umgewilzte Gasmenge gewonnen
werden. Die quantitative Erfassung einer solchen
Durchmischung eines aufgeheizten Mediums ist von
groBBem Interesse z. B. auch beim Betrieb von Rin-
nen- und Ringtiegel6fen 17 zum Erhitzen und Schmel-
zen von Metallen.

Die numerische Berechnung des vorliegenden Pro-
blems in relativ kurzen Rechenzeiten (ca. 6 min)
wurde durch die Einfiihrung der magnetischen Strom-
funktion und der Wirbelfunktion sowie durch die
Benutzung eines schnellen Digitalrechners (CD 6400
des Rechenzentrums der RWTH Aachen) ermoglicht.

17 K. H. BROKMEIER, Induktives Schmelzen, BBC, Mannheim
1966.



